Tii rev Kavrami 





Amaglar 

Bn liiiiteyi cnltstiktan sonra; 
<3>> bir fonksiyonun, bir nc minn. o iiokludaki 

tiirevi oldugunu anlayacak, 
<Jg> ge§itli lis i bulabilecek, 

<jg> fonksiyonun bir rir noktadaki 

0> tiirev fonksiyonunun da 1 labileceksiniz. 



igindekiler 

• Gii is 

• Tiirev Kc 

• Tiirev Kurallan 

• Teget De 

ii I'mvilcr 



• Once limit konusunu gozden geciriniz. 

• Tiirev kurallarini cok ornek cozerek ogrenmeye cah§iniz. 

• Tiirevin iktisadi uygulamalartnin anlamlarini anlamaya cah§iniz. 

• (Jdziimleri size birakilmis sorulan mutlaka cozunuz. 

Giris 

Bit iinitede nn ve tiirevin bazi uygulamalanni in- 

celeyecegiz. Incelememizde temel uzel layacak, aynntih ka- 

nitlara girmeyecegiz. 

Tiirev kavrami, fizik siyla, mate- 

matikte ise bir fonksiyonun grafigi olan egrinin bir noi u egiiniiiin 

bul mi iiuisi / - de beraber fi- 

zik, h'iinyn. , hide pek cok 

problemin ca i bir kavram- 

dir. Ornegin, bir in, bangi iiretim 

miktannda maliyetin en diisiik diizeyde olacagim veya herhangi bir iiretim mik- 
tarinda maliyetin degisim hizim yani maliyetin hangi hizla artacagini veya aza- 
lacagini, benzer sekih irfonksiyonunu b\ ngi sati§ mik- 

ui bangi hiz- 
la artacagini veya azalacagini tiirev y< iabilmekteyiz . 

•le, digerinde 
meydana gelen degi§me soz konusudur. Bu tiir problemlerde, degisme miktann- 
dan daha fok, degigmenin hizi onem tagimaktadir. Ornegin giiniimiizde benzin 
fiyati zaman edir ancak, benzin fiyatinm bir ayda 100 000 lira art- 

masi He biryilda 100 000 lira artmasi arasmda gok biiyiikfark vardir. Bu neden- 
le onemli ola i hangi miktarda oldugu degil, hangi oranda oldugu- 

nda bir fonk- 
siyonun bir , sine) hizidir. 

Bir fonksiyonun anlik hizma gecmeden Once orlalama hizini bir ornekle 
aciklayalim. 

x mal miktt ek iizere bir malin, milyon TL cinsinden toplam mali- 

yet fonksiyonu 

y = C(x) = 5000 + 100*- ^- , < x< 300 

olsun. Bu toplam nu onuna gore 100 birim ve 110 birim malm 

■ 
C (100) = 5000 + 100 . 100 - 2500 = 12,5 Milyar TL, 
C (110) = 5000 + 100 . 110- 3025 = 12,975 Milyar TL 



dm [100, 110] arahg 

C(110)- C(IOO) .__ „„. „ . ... . . 

= 47,5 Milyon TL/ mal binmi 

dir. Iste bu degere C topic, nun [100, 110] arc 

ortalama hizi diyoruz. 

Genel olarak, bir y=f(x) fonksiyonunda x bagims bir Xj nok- 

tasindan x 2 noktasma (x 1 < x 2 olmak zorun ide fonksiyon 

■ , > -/(.Y/ > dir. Bu < 

f(x 2 )-f(x l ) 
x 2 -x x 

oranina fonksiyonun [x 7 , x 2 ] ami lama hizi denir. Burada eger 

x 2 < X] ise [x 2 , X] ] arahgiui • soz etmeliyiz. 

§imdi de anhk hizi bir orneh 
toplam maliyel fonksiyonu uzerinde agiklayabilirdik. Buuitu icin, uzunlugu bi- 
rim uzunluk. lanndan soz 

elmemiz gerekmektedir. Bunun matematik agismdan higbir sakmcasi olmamasi- 
na karsihk gok kilgiil siiz etmemiz size an- 

lamh gelmeyebilir. Bunun yerine kavrami, ilk ogrenenler igin daha anla§ilabilir 

si problemiy- 
le agiklamaya gahsacagiz. Bu arada sunu da ifade edelim ki bazi ekonomik prob- 
lemler tamamen pozitif tam sayilarla ilgili olabilir. Dolayisiyla bu problemlerle il- 
gili fonksiyonlar da pozitif tarn sayilar kiimesi uzerinde tanimh olur. Bufonksi- 
yonlann ozellikleri iucelenirken bu fonksiyonlar yerine bunlann gergel sayilar 
ktiivesiniii ■ ■.' yapihr. §im- 

di anhk hiz konusunu agikli 

Bir dogru uzerinde hareket eden bir cismin aidigi yoL zamanin fonksiyonu 
olarak, t saniye (sn), s metre (m) olmak uzere, 

s = sCt) = 20t + 3t 2 

Bu harekr tgictan (t = anindan) itibaren ilk 2 saniyede 

aidigi yol , s(2) = 20 . 2 + 3 ■ 2 2 = 52 m, ilk 10 saniyede aidigi yol, 
s(10) = 20 . 10 + 3 ■ 10 2 = 500 m. dir. 

t= t= 2 t=\Q 



Bu hareketlinin 2' inci saniye He 10' ncu saniye arasinda aidigi yol 
s(10) - s(2) = 500 - 52 = 448 m. dir. Buna gore, s yol fonksiyonu nun 
diger bir dey isle hareketlinin [2, 10] arahgmdaki ortalama hizi, 



= 500-52 =56m/ sn 



10-2 8 

dir. Ayni cismin [2,3] arc. ulama hizi, 

*C3)-K2) = g7^L 

3-2 1 



llama hizi i. 
5(2,5) -5(2) _ 68,75 - 52 _„, , 



2,5-2 
rfj'r. §imdi bu cismi 
anda yani tarn 2-ir, 



tarn 2' inc 
■i saniyede 



aniyede rath: 
rmin hizi nedir? 



Bu soruya cevap vermek igin 
ma hizdan yararla 

in itibaren 
h He gosterdigimiz (kilgiik) bir 
artt§ verelim ve [2, 2 + h] arah- 
gmdaki ortalama hizi bulalim. 



» 


/ 




/^ S (2+h)-s(2) 




/ 


\ 


2 2+h 







s (2 + h) = 20 (2 + h)+ 3 (2 + h) 2 

= 40 + 20 . h + 12 + 12 h + 3 h 2 
= 52 + 32 . h + 3 h 2 

s (2) = 52 m oldugundan 

5(2 + h) - s(2) _ 52 + 32 . h + 3 . h 2 - 52 . 



dir. 

Buna gore s funksiyvnunun [2, 2 + h] am: lama hizi 32 + 3 h 

m/sn dir. Buhizm h^O igin (varsa) limitini, hareketlinin t =2 anindakihizi 
olarak almak oldukga akla yakin got ide, bu limit 

degere cismin t = 2 anindaki anhk (degi§me) hizi veya kisa.ca.anhk hizi 
denir. Bu durumda I = 2 anindaki anhk hiz, 



5(2 + h) - 5(2) . 



lim (32 + 3 . h) = 32 m/sn 






■:.■■:■■: 

final maliyet, marjinal gelir gibi anlamlar tasir. Bu anhk (degisme) hizlarinin 
genel adi tiirevdir. Ornegii uz 32 degeri s (t) = 20t + 3t 2 

fonksiyonunun I = 2 nuktasindaki tiirevidir. 

Tiirevin kesin tanimini vermeden once bir konuya agikhk gelirelim. Uy- 

ihklir. Bazi 
(izel durum/, r. Bu neden- 

le. tanim kiimesi bir arahk vlo, ; i i< eleleyecegiz. 



TUREV KAVRAMI 

/: [a, b] — »R fonksiyonu ve x e (a, b) verilsin. x ^ x ve xe [a, b] ol- 
mak iizere 

/(x)-/fa Q ) 



oranina/ fonksiyonunun [x , x] (veya [x, x ] ) araligmda ortalama hizi, x — > x 
icin ortalama hizin varsa limitine de / fonksiyonunun x noktasindaki turevi 
denir ve 



f'Cxo) , 



dx 



cly 
dx 



biciminde gosterilir. Buna gore, 

x^x X -X 

dir. 

Eger /'(x ) varsa, / fonksiyonuna x Q noktasinda tiirevlenebilir fonksi- 




yon denir. 

Turev tamminda x noktasim [a, b] araligii nstik. [a, b] 

araligmin ug noktalannda tiirev §u §ekilde tammlamr. 

Eger x = a ise x bagimsrz degiskeninin a ya, a dan kiicuk degerlerle (sol- 
dan) yaklasmasi mumkun olmadigindan 



aide, x in x a 
yaklajmasi durumunda egri 
uzerindeki x ve x apsisli nokta- 
lardan gecen kesenlerin hareketlerini 
inceleyiniz. Yukandaki limitin varligi 

dogruya yakla$tigini" gormeye 






JXx)-f(a) 



sagdan limiti varsa, bu limite / fonksiyonun a noktasmdaki tiirevi diyecegiz 
Benzer sekilde 

Urn W-W 



soldan limiti varsa, bu limit degere de / fonksiyonunun b noktasmdaki tiirevi 

diyecegiz. 

/ fonksiyonunun [a, b] arahginm her noktasmda tiirevi varsa, bu durumda 

/ fonksiyonuna [a, b ] araligi iizerinde tiirevlenebilir fonksiyondur veya kisaca 

tiirevlenebilir fonksiyondur denir. 

/: R— > R , f (x) = x 2 + 3x- 4 fonksiyonunun [2, 5] arahginda ortalama 
hizini ve x = 2 noktasmdaki turevini bulalim. 



f(2) = 2 2 + 3. 2-4 = 6 
/(5) = 5 2 + 3 . 5 - 4 = 36 



/(5) -/(2) _ 36 -6 
5-2 3 



= 10 



Buna gore fonksiyonun [2, 5] arahgin- 
da ortalama hizi 10 dur. 
§imdi / fonksiyonunun x = 2 nokta- 
smdaki turevini arastiralim: 



-(2 2 + 3.2-4) 



= lim (x+ 5) = 7 
O halde/'(2) = 7 dir. 



Bagimsiz degisken x dan x e degistiginde; degisme miktan x - x dir. Bu 
deger genellikle Ax (delta x) ile gosterilir. x > x ise Ax > 0, x < x ise 
Ax < olacagi aciktir. Her iki durumda da Ax e x in artma miktan denir. 

x - x - Ax ise x = x + Ax ve x — > x icin Ax — > olacagindan var- 
hgi halinde / ' (x ) tiirevi su sekilde de tanimlanabilir: 



f'{x )= lim 



/(*„+ Ax )-/(*„) 



Burada, fix) - f(x ) = f(x + Ax) -f(x ) = Ay dersek, 



Buna gore tiirev, ba xene verilen bir artmaya kar§ihk, fonksiyonun 

aldigi artmamn, degiskenin aldigi artmaya oranmm, bagimsiz degiskene verilen 



i sifira yaklasmasi halinde varsa limitidir. Yani tiirev, x bagimsiz degiske- 
nine verilen Ax artmasina karsriik fonksiyonun aldigi artma Ay olmak iizere, 



f : R — > R, f (x) = c sabit fonksiyonunun bir x e R noktasinda tiirevini 
ara§tirahm. 



x x + Ax 
Ax>0 



f(x + Ax)-f(x ) _ 



oldugundan /'(x ) = bulunur. Burada x keyfi secildiginden her xe R icin 
/ ' O) = dir diyebiliriz. 



/(x) = c ise her xe R icin fix) = dir. Sabit fonksiyoni 
da tiirevi vardir ve sifirdir. 



f: R — > R, /(x) = x birim fonksiyonunun bir x e R noktasinda 
tiirevini bulalim. 



, Sabit fonksiyonun her noktada 

~^rTa Mil !NU 



Ay = /(x + Ax) -y*(x ) = (x + Ax) - x = Ax oldugundan 






/ ' (x ) = 1 bulunur. Burada da x keyfi secildiginden her x e R icin fix) = 1 dir. 
/(x) = x birim fonksiyonunun her noktada tiirevi vardir ve 1 e esittir. 



/:R->R, f(x) = 
bulalim. 



= noktasinda v 



-EUH 



f(x+ Ax) - /(0) _ 



A.x;->0 Ax A.r->0 Ax A.r->0 Ax 

burada Ax > ise IAxI - Ax, Ax < ise IAxI = - Ax oldugundan 




i yoktur. Dolayisiyla /(x) = 



fonksiyonunun x = noktasinda tiirevi 






y.-R— >R f (x) = \x\ fonksiyonunun x = -2 noktasindaki tiirevinin 
x = 3 noktasindaki tiirevinin 1 oldugunu gosteriniz. 



f(x) = \x\ fonksiyonunun sadece x = noktasmda ttirevi yoktur. Bunun di- 
§inda her noktada ttirevi vardir. Fonksiyonur. kkat ederseniz (0, 0) 

noktasi bir "kose" noktadir. 

Bir fonksiyonun bir noktada turevlenebilir olmasiyla bu noktadaki siirekliligi 
arasmda yakin bir iliski vardir. 

/: [a, b] — ¥ R fonksiyonunun bir x e [a, b] noktasmda ttirevi varsa, / fonk- 
siyonu x noktasmda stireklidir. Ancak bunun kar§iti her zaman dogru degildir. 
Bir fonksiyon bir noktada siirekli oldugu halde bu noktada ttirevi olmayabilir. Or- 
negin fix) =1x1 fonksiyonu x= noktasmda stireklidir. Yukanda gordtigtimtiz 
gibi bu noktada ttirevi yoktur. 

Asagidaki grafiklerde verilen x Q noktalannda fonksiyonlann ttirevleri yoktur. 
Bu noktalarda bazi fonksiyonlann siirekli olmadigma, bazilannda da grafigin 
cegitli bicimlerde "uc" veya "ko§e" olu§turduguna dikkat ediniz. 






y 


x 















f: [0, °°) -H> R, fix) = 4x fonksiyonunun x = noktasinda varsa tiirevi- 
ni bulahm. 



fio + Ax) - /(o) _ 



Vax~-Vo 

■»q Ax 



- lim — L = ° 



V 



M'M'N'H 



burada Ax > oldugundan limit °° 
olur. Bu limit sonlu bir deger olmadi- 
gindan x = da tiirev yoktur. Bunun- 
la beraber bu limitin °° olmasi bu 
noktada, yandaki grafikte goriildiigii 
gibi, diisey bir tegetin varligim ifade 
eder. 




heedh 



1. /: R — > R fix) = -2x + 3 fonksiyonunun bir x e R noktasindaki tiirevini 
bulunuz. 

2. /: R -»R, fix) = x 2 + 4 fonksiyonunun x = ve x = -1 noktalannda tii- 
revini bulunuz. 

TUREV KURALLARI 

Yukandaki orneklerden kismen de olsa gordiigumuz gibi bir fonksiyonun tiirevi- 
ni, tiirevin tammini kullanarak hesaplamak bazen uzun ve yorucu iskmler gerek- 
tirebilir. Bu konuda tiirev kurallan diyebilecegimiz bazi ozellikler, bize yardimci 
olmaktadir. 

/: [a, fc]-»R, g- la, &]-»R 

fonksiyonlannin bir x e [a, b] noktasinda tiirevleri olsun. Bu durumda, 

Kural 1: /+ g : la, b] — > R (/+ g) (x) = fix) + g (x) fonksiyonunun x nokta- 
sinda tiirevi vardir ve 



(f+gy(x )=f'(x ) +g >(x ) 



Tiirevlenebilir iki fonksiyonun toplamimn tiirevi, fonksiyonlann turevlerin 
toplamina e§ittir. 



LllliuJU h;R— »R, h(x)=x+ 10 fonksiyonunun bir x e R noktasinda tiirevini 

bulahm. 

h : R — > R h (x) = x + 10 fonksiyonunu / : R — > R f(x) = x birim fonksiyonu 
ile g : R — > R g (x) = 10 sabit fonksiyonunun toplami olarak du§unebiliriz. 

_ Birim fonksiyonun ve sabit fonksiyonun her noktada ttirevi oldugundan h fonk- 

^ siyonunun her noktada ttirevi vardir. 

hix) = fix) + gix) oldugundan h ' (x ) = / ' (x ) + g'(x ) dir. 

/ ' (x ) = (x) ' = 1, g' (x ) - (10) ' = oldugundan 

h'(x ) = 1 + = 1 dir. 

O halde/Cx) = x + 10 ise her xe R icin f'(x) = 1 dir. 

Rural 2: /. g -. [a, b] — > R , (f . g) (x) = fix) . g (x) fonksiyonunun x nok- 
tasinda ttirevi vardir ve 

(f.gr (.Xq) =f'( Xo ).g (x ) + g' (Xq) . /(x ) 



L1LMA 



h : R — ■> ]R, h (x) = x 2 fonksiyonunun bir x e R noktasinda tiirevi- 
ni bulahm. 



olmak iizere, h (x) = fix) .fix) 



Bir fonksiyonun bir sabit ile 
carpiminin ttirevi, fonksiyonun 
turevinin bu sabit ile carpimina 



h : R -» R fix) = x 2 fonksiyonu fix) = . 
biciminde du§unulebilir. Buna gore, 

h ' (x ) = / ' (x ) . fix Q ) + fix Q ) . f ' (x ) 

dir. / ' (x ) = 1 oldugundan 

h'(x ) =1 . x + x . 1 = 2x 

dir. x keyfi oldugundan / (x) = x 2 ise her x g R icin / ' (x) = 2x tir diyebi- 
liriz. Kural 2 de, ozel olarak g (x) = c sabit fonksiyonu alinirsa, sabit fonksiyonun 
ttirevi sifir oldugundan 



(c/)'(x ) = c/'(x ) 

olur. Yani bir fonksiyonun bir sabit ile carpin 
bu sabit ile carpimina esktir. 
fix) = 8x + 13 fonksiyonuni 
labiliriz. 

- 13 



mn ttirevi, fonksiyonun turevinin 
kurallan yardimiyla kolayca bu- 



= (8x)'+ (13)'= 8 . ix)'+ 
= 8.1 = 8 



fix) = 8x + 13 ise her x e R icin / 
Bu durumda y = fix) = 8x+ 13 dersek — = 8 veya y'= 8 yazilir. 



f: R — > R, fix) = 3x 2 + 6x - 7 fonksiyonunun bir x e R noktasinda tii- 
revini bulahm. 



fix) = 3x 2 


+ 


6x- 7 


ise 
























w 


















f'(x) = (3x 


2 ) 


'+(6* 






3(x 2 )'+6(x) 


'+ 




















+ 


-7)'- 




















= 


3 . 2x + 6 . 1 


= 6 


x+6 

















































y = 3x 2 + 6x - 7 dersek 
/'(x) = 6x + 6 yazilir. 



- 6x + 6 veya y' = 6x + 6 veya 



nrcmn 



ki fonksiyonlann ttirevlerini bulunuz. 
!•/ (x) = -x4V2 2. g(x) = x 2 + 3x- 



3- * GO - VF x- 1 



4. /go-*. 



Kural 3: Cj , c 2 e R , olmak iizere 

Cl / + c 2 g : [fl, 6] -> R, (cj / + c 2 g) (x) = cj /(x) 4 
fonksiyonunun x noktasinda ttirevi vardir ve 

(c 1 / + c 2 5)'(^ ) = c 1 /'(x ) + c 2< g'(x ) 

dir. Burada ozel olarak c = 1, c = - 1 ahnirsa 

C/ -*)'C*oWC*o) s'C^o) 

sonucu elde edilir. 

Rural 4: Her x e [a, fo ] icin g (x) * olmak Iizere, 



![«»]-»■ (i)M-;s 



fonksiyonunun x noktasinda tiirevi vardir ve 



i (-) 



g 2 M 



dir. Ozel olarak /(x) = 1 sabit fonksiyoni 
sonucu eld-. 



g'foo) 

r 2 M 



Farkin tiirevi turevler farkina qittir. 



/;R->R, /GO-Jf^ 
fonksiyonunun x e R noktasinda tiirevini bulahm. 



f'(x) 



(2x+ l)'{x 2 + 3)-U 2 + 3)'(2x+ l) 
(x 2 + 3 ) 2 

. 2. (x 2 + 3)-2x(2x + l) _ 2x 2 + 6 - 4x 2 - 2x 
(x 2 + 3 ) 2 U 2 + 3f 



(x 2 + 3) 2 



dy _ -2x 2 - 2x+ 6 
* (x 2 + 3) 2 



Kural 5: /: (0, «>) — > R /(x) = x r , re R fonksiyonunun bir x e (0, °°) nok- 
tasmdaki tiirevi 



/'(x) = rx'- 



/(x) = ar r ise /'(x) = rx rl , x > 0, reR 



LUJUj 



/: (0, =o) -> R, fix) • 



1x 



?/'(*) = 



/'(X) = (x 1/3 ) = I X 1/V1 = i- X" 2/3 = I -V 

7 I / v t 3 3 3 ^ 2/3 



/C*) = 2|!-L5 ise r( . /)= . 



/ ' (-1) sayisim bulmak icin once / ' (x) tiirevini bulup daha sonra x yerine 
-1 yazmak yeterlidir. 



6x(2x + 7)-2.( 3 x 2 + 5) 
(2x + 7) 2 



. 12x 2 + 42x- 6x 2 - 10 _ 6x 2 + 42x- 10 



( 2 x + 7) 2 (2x + 7) 2 

_ 6(-l) 2 + 42.(-l)-10 _ 6 - 42 - 10 _ - 46 
(2 (-1) + 7) 2 5 2 25 



LL1LHIJ 



fix) = Vx (3x- 1) »se f'(x) = 



I. YOL 

/'(x) = (Vx-)'(3x-l)+(3x-l)'Vx- 



= (*i/2)'(3*- 1) + 3 . Vx = I x-l/2 ( 3x _ i) + 3 Vx- 



II. YOL 

/(x) = Vx (3x- l) = 3x Vx - Vx = 3x 3/2 
yazabiliriz. Buna gore, 

\ _ 9 r l/2 _ 1 r -l/2 



/'(X) = 



1 



bulunur. 

§imdi unite giri§inde ele ale 

C(x) = 5000 + lOOx- ^- , < x < 300 



toplam maliyet fonksiyonunun, cegitli noktalardaki anlik hizlanm, diger bir deyi§- 
le, tiirevlerini bulalim. 



C ' (x) = 100 - %? = 100 - 



C> (100) = 100 - ^ = 50 Milyon TL/Mal birimi, 
C (250) = 100 - 7 ^- = -25 Milyon TL/Mal birimi 



Dikkat ederseniz C ' (100) pozitif 
deger iken C ' (250) negatif bir de- 
gerdir. Bunun anlami, 100 birimlik 
uretim miktan civannda maliyet 
yakla§ik 50 Milyon TL/Mal Birimi hiz- 
la artarken, 250 birimlik uretim mik- 
tan civannda maliyet yaklasik 25 Mil- 
yon TL/Mal Birimi hizla azalacak de- 
mektir. Bu durumu fonksiyonun gra- 
figinden de gormek mumkundur. 




200 250 300 



BllililiBKfl] Birfirma x milyar TL reklam harcamasi yaptiginda 

N (x) = -2,8x3 + i65x 2 - 580.x + 1900, < x < 40 

birim mal satacagini hesaplami§tir. Buna gore, x = 10 (milyar TL) nokta- 
sinda satilacak null niiktannin anhk degi§me bizini bulahm. 



x = 10 noktasindaki ; 
gerekmektedir. Bunur 



nlik hi 



TV '(10) oldugundan TV '(10) sayisi 
ze N ' (x) i bulahm. 



bulm 



N'(x) = - 8,4x 2 + 330* - 580 
iV'(10)= - 8,4 . 100 + 330 . 10 ■ 

= - 840 + 3300 - 580 

= 1880 



Buna gore, 10 milyar TL reklai 
artif hizi 1880 dir. 



i yapildiginda satilacak r 



Kural 6: /: [a, b] — »R , g : [c, d] — »R fonksiyonlan verilsin ve 

/( [a, b] ) c [c, c/] olsun. / fonksiyonunun x e la, b] noktasinda, g fonksi- 

yonunun y = /(x ) e [c, <i] noktasinda tiirevi varsa, bu durumda 

go/ : [a, fo ] -> R, (go/) (x) = g ( /(x) ) 

bileske fonksiyonunun x noktasinda tiirevi vardir ve 

(go/ycxo) = 8 'tf r* »-/'c*o) 

dir. tslem kolayligi bakimmdan go/ bileske fonksiyonunda 

.y = (go/) (x) = g (/(x) ) = g U) , w = fix) 
dersek yukandaki kural kisaca 

tfy = dy du 

cbc du dx 

seklinde ifade edilebilir. Buna zincir kurah denir. 

h ; R — » R h (x) = (2x 2 - x + l'fi fonksiyonunun x = 1 noktasindaki til- (JjU^^fJ 

revini bulalim. 
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Zincir kurali yardimiyla su sonucu ifade edebiliriz. 
f-.[a,b]—¥ R + tiirevi olan bir fonksiyon olmak i 

h ■. [a, b] ->R, h (x) - [/(x) ]'• , re R 
fonksiyonunun tiirevi 

h'(x) = r[/(x)r>-D .fix) 
dir. 



h O) -[/(*)]»• => h' O) = r [ /(*) ]'-i . / ' O) 



HUH 



/; R -> R, /OO = V4x 4 -8^ 2 + 8 fonksiyonu verilsin. f'(-l) = 
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buraya kadar verdigimiz tiirev kurallanni toplu halde g 
f(x)=c, ce R ise /'(*) = 
(/+£)'(*) = /'(*)+£' 0*0 

d-gy (*)-/'(*)-«'(*) 

(/.*)' 0*0 - /' (*) . 5 C*) + S ' W • fQe) 
(c/)'(x)= c/'0c) , ce R 



Uw) 



gHx) 



CA»*)'W-[/feC«))]'-/'(*W). < g'W 

(x*") =raf r " 1 , x>0,reR 

(V7c*)/=^=L - /^) >0 

2V/(x) 

("V/(x))' ^ ' (x) , w cift ise /(x) > 

wVl/Cx))"" 1 

[(/C*)) r ]' = rl/Cx))'-" 1 . /'(x),/(x)>0 , reR 
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/ 3x- 1 
' 2x+5 



/ 3x- 1 
2 V 2x+ 5 



/: [a, &]-> ic, d] 



3 (2x+ 5) - 2 Qx- 1) 



/ 3x- 1 
2V 2x+ 5 



2 (2x+ 5F 2 iix- 



fonksiyonu bire-bir, orten ve siirekli olsun. x e [a, b] noktasmda / fonksiyo- 
nunun tiirevi var ve f'(,x ) =t olsun. Bu durumda 



s fonksiyonunun y = /(x ) e [c, <i] noktasmda tiirevi vardir v 



Ornegin /: (0, °°) -> (0, °°) , fix) = x 2 fonksiyonunun bir x e (0, ■») nok- 
tasmda tiirevi vardir ve / ' (x ) = 2x * dir. 

Bu durumda, 

Z" 1 : (0, oc) -> (0, oc) , /- 1 (y) - VjT 

fonksiyonunun y = /(x ) = x noktasmda tiirevi vardir ve 

(/" 1 )'(.y )=^ = ^- 

/'Gc ) ^o 



y ! (y) = Vj^ fonksiyonunun tiirevini alarak da bul: 



on r 



3. /(x) = (3-2x) 4 ise /'(!)- 



2. /(x) = 3 ^+| ise /'(-D = 
hi ise / ' (x) = 



/(*) = 



5 . /(x) = 4 yx 3 + 2x+ 19 



/'(-!)-? 6. fix 



■ /'C-3) = 



7. /C* 



ise / ' 



9. &(x) = xVx+ 1 ise k'(jx) = 



11. w(x) = (x" 3 - X" 2 - 2) (x 3 + x 2 + 2) 
ise m ' (x) = ? 



8. «W^ ise g'(8) = 

10. h(x) = ix 7/4 -|x- 3/5 
ise h' (l)= ? 



Teget Denklemi 



TEGET DENKLEMi 

Bazi problemlerde kar§imiza c lkan fonksiyonlann ifadeleri oldukca karmajik ola- 
bilir. Bunun sonucu olarak boyle fonksiyonlarla cahsmak da zorlagir. Bu zorlugu 
asmanm yollanndan birisi bu karmas,ik fonksiyon yerine, kabul edilebilir bir ha- 
tayla fonksiyona yakm degerler alan bir polinom fonksiyon almaktir. Boyle bir 
polinom fonksiyonun varligi ve varligi halinde §ekli ile ilgili sorunun genel anlam- 
da cevabi bu kitabin amaci dismdadir. Biz bir ozel durumu burada ele alacagiz. 
Bu ozel durum, fonksiyonun x 1 gibi bir noktadaki degeri olarak, x 1 e yeteri ka- 
dar yakin, uygun bir x noktasmda egrinin teget dogrusu uzerinde x 1 apsisli nok- 
tanm ordinatimn alinmasidir. 






Biraz sonra gorece: ;getin denklemi, birinci dereceden polinom 

fonksiyon (d. i daha kolay buluna- 

cagi aciktir. Ornegin V40 sayisi y = -{x fonksiyonunun x 1 = 40 noktasindaki de- 
geri demektir. y = 4x egrisinin x = 36 apsisli noktasindaki tegetinin denklemi 
(bu denklemi daha sonra bulacagiz) 




y = — x+ 3 diir. i§te V40~ sayisimn bir yaklagik degeri olarak 



_y=^40 + 3 = ^ = 6,333... 

alabiliriz. 
V40 s 6,333... 



Teget D 



Bu aciklama ve ornege gore teget 
denklemi oldukca yararh goriinmektedir. 
Ancak once teget nedir sorusuna cevap 
vermemiz gerekmektedir. Teget deyince 
cogumuz cemberin tegetini hatirlar ve 
egriyi yalmz bir noktada kesen dogru ola- 
rak diisunuriiz. Ancak bu diisunce her za- 
man dogru degildir. Ornegin; y - ekseni 
(x = dogrusu) y = x 2 paraboliinii tek 
noktada kesmesine karsilik, parabolun te- 
geti degildir. 
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^§si^^ 




j£j = t * . r w ) 




^: 


I / 


X ° 


*«™»- 



Tegeti su sekilde tanimlayabiliriz. §ekil 6.l4te goruldugii gibi y = fix) fonksi- 
yonunun grafigi olan egriyi ve bu egri iizerinde sabit bir T = (x , f (x )) nok- 
tasmi ve bu egri iizerinde 2"den farkh P = (x, f(x)) noktasim alalim. Bu durum- 
da TP keseninin egimi 

m _ f(x)-f( XQ ) 



olur. P noktasi egri iizerinde T noktasina yaklasirken (diger bir deyisle x — ¥ x , 
icin) PT kesenleri belli bir limit konumuna yaklasabilir, eger m TP egimlerinin 
x —¥ x icin limiti varsa, yani 






/(X)-/(X ) 



limiti varsa, PT kesenleri belirli bir limit konuma yakla gibi bu limit 

/ fonksiyonunun x noktasindaki tiirevidir. iste bu limit yani / ' (x ) tiirevi var- 
sa, / fonksiyonunun x noktasinda tegeti vardir diyecegiz. Buna gore tegeti §6y- 
le tanimlayabiliriz. 

(x , f(x o y) noktasindan gecen ve egimi /' (x ) a esit olan dogruya, 
/ fonksiyonunun (x , f(x Q J) noktasindaki tegeti denir. 



Teget Denklemi 

ix , y ) noktasindan gecen ve egimi m olan dogrunun denklemi 
V ' Va = mix- x ) idi. Teget icin bu denklem de y = fix Q ) , m =/'(■%) 
oldugundan tegetin denklemi, 

y-fQx )-f'teo)te-xo) 

olur. 

Ornegin, /: (0, «0 — > R , fix) = Vx fonksiyonunun grafiginin, x = 36 ap- 
sisli noktasindaki tegetinin denklemini bulalim. "Bu tegetin yukanda sozunii etti- 
gimiz teget olduguna dikkat ediniz". 

fix ) =/(36) = V36 = 6 , fix') = -^— oldugundan 

/ ' (36) = — 1 — = — dir. Buna gore, 
2V36" 12 

J 12 3 



1. y= V4- x 2 egrisinin x = v3 apsisli nokta tinin denklemini 
bulunuz. 

2. >"= — egrisinin x- — apsisli noktasindaki tegetinin denklemini bulunuz. 

Bir ekonomist icin belirli bir miktar mal iiretildiginde bu mahn toplam maliye- 
tini bilmek kadar; herhangi bir uretim miktannda maliyetin degigim hizini bilmek 
de onemlidir. 

Ornegin bir malin toplam maliyet fonksiyonu, x mal miktan, Cix) Milyon TL 
olmak iizere 

Cix) = 0,2x+ 10 Vx + 1000 , < x < 100 

olsun. Bu maldan 16 birim mal iiretildikten sonraki 17-inci malin maliyeti, 

Cill) - Ci\6) = 0,2 . 17 + 10VT7 + 1000 - (0,2 . 16 + 10Yl6 + 1000) 
= 0,2 + 10 . 4,123 - 4 . 10 
= 1,43 Milyon TL 

dir. Buna kar§ihk, 49 birim mal iiretildikten sonraki 50-nci malin maliyeti 



& 



C(50) - C(49) = 0,2 . 50 + 10Y50 + 1000 - (0,2 . 49 + 10V49 + 1000) 
= 0,2 + 10 . 7,07 - 10 . 7 



dir. 

iiniiz gibi maliyetin 16 noktasindaki ortalama artis hiziyla 49 noktasin- 
daki ortalama arti§ hizi birbirinden farklidir. Dogal olarak, bu noktalardaki anlik 
hizlann da farkli olmasi beklenir. iste toplam maliyet fonksiyonunun bir x nok- 
tasindaki anlik (degi§im) hizina, diger bir deyisje x noktasindaki tiirevine, bu 
malm x noktasindaki marjinal maliyeti denir. 

Marjinal maliyet, x apsisli noktadaki tegetin egimi oldugundan (x + 1) in- 
ci malin yaklas.ik maliyetini ifade eder. Bu durumu asagidaki §ekilden acikfa 
gorebiliriz. 




Yukandaki §ekle gore, 

PA = QB = C O ) , O birim malin maliyeti) 

DB = C (x + 1) , (x + 1 birim malin maliyeti) 

DQ = DB - QB = C(x + 1) - C( x ) , (C x + 1)- inci malin maliyeti) 

QP = (* + 1) - x = 1 

EQ = C ' (x ) , (x noktasindaki marjinal maliyet) 

C '(x ) = EQ= DQ = C(x + 1) - C(x ) 



BUT 



C(x) = 0,2x+ lOVx + 1000 , < x < 100 toplam maliyet fonksiyonunun 
x = 16 ve x = 49 noktalarinda marjinal maliyetini bulahm. 



Marjinal maliyet, toplam maliyet fonksiyonunun tiirevi oldugundan C '(16) ve 
C '(49) degerlerini bulmamiz gerekiyor. 



C '(x) = 0,2 + -JO- = 0,2 + -5- 

2Vx" Vx 

C'(l6) = 0,2 +-5-= 0,2 + 1- 1,4 
Vl6 4 

C'(49) = 0,2 + -5- = 0,2 + 5_ = o,9 



iiniiz gibi C'(16) degeri yukanda buldugunuz 17-inci malin maliyeti- 
ne, C '(49) degeri de 50 'inci malm maliyetine yakin bir degerdir. Bu nedenle 

C '(16) = 17 ' inci malin maliyeti 
C '(49) = 50 ' inci malin maliyeti 

diyebiliriz. 

Bir malin gelir fonksiyonunun bir noktadaki tiirevine, bu malin bu noktadaki 
marjinal geliri denir. Bir x noktasindaki marjinal gelir de (_x + 1) -inci malm 
satismdan elde edilen gelirin bir yakla§ik degerini ifade eder. 

Bir malm gelir fonksiyonu x mal miktari, R (x) Milyon TL olntak iizere 

R(x) = 13x- ^ , < x < 5000 



■ numii 



dir. Bu malm x = 1000 noktasindaki marjinal gelirini bulalim. 
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YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLER 

/: [a, b] — »R fonksiyonu [a, b] iizerinde ttirevlenebilirse, [a, b] araligi uze- 
rinde tanimlanan ve her x e [a, b] sayisini / fonksiyonunun x noktasindaki 
tiirevine gonderen fonksiyona / nin ttirev fonksiyonu denir ve / ' ile gosterilir. 
Buna gore, 

/': [a, b] -»R, x-*f'0d 



Eger /' fonksiyonunun bir x e [a, b] noktasmda tiirevi varsa, bu t 
fonksiyonunun x noktasmda ikinci mertebeden tiirevi denir ve 



/ fonksiyonunun her x e [a, 



noktasmda 



/": [a, fc]-»R , x-»/ n i 



fonksiyonuna / nin ikinci mertebeden tiirev fonksiyonu denir. /" fonksiyonunun 
bir x e [a, b] noktasindaki tiirevine / fonksiyonunun x noktasindaki ucun- 
cu mertebeden tiirevi denir ve 



uumi 



/'"(x ) , 



^ 3 /(x ) ^ 3 ,y 






dx i \ x=x 



biciminde gosterilir. 

Bu gekilde devam ederek n e ]N olmak lizere / fonksiyonunun n -inci mer- 
tebeden tiirevi tammlanabilir. / fonksiyonunun bir x noktasindaki n -inci mer- 
tebeden tiirevi 



/ l*o) 

biciminde 



d n fjx ) 






EM 



/; R -> R, fix) = I jc 4 - 5x 3 + 6x- 4 ise f m (*) = ? 



/'(x) = 2x3 -15x2 ■ 
fix) = 6x 2 - 30x 
f"'ix) = 12*- 30 



/»(*) = 12 

/"(x) = 
/» (x) = 



/: R \ {0} H> R, /Or) = | ise /» (*) = 



* 
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EDEDT 



1. /(x) = Vx" ise /'"(x) = ? 

2. g(x) = x 4 - 5x+ 6 ise g®(x) = 

3. h(x) = 3 Vx ise h'"(8) = ? 

4. /fe(x)=^^^ 1 ise k"il) = ? 

x+2 



Kendimizi Sinayahm 

1. fix) = x 2 - jx fonksiyonun [-1, 3] araligmdaki o 
lama hizi nedir? 



6. fix) = 'hx 2 -7x + 



1 ise / ' (2) degeri kactir? 



2. fix) = fx (l - xf ise /'(4) degeri kactir? 



e. 162 

■ /{x) = (l^xf iSe / " (2) degefi kaCtlf? 



7. /(*) = Vx - — ise /'(64) degeri kactir? 



b. -2 

c. 2 

d. l 

e. 10 

4. /(■*) = -j= ise / ' ix) fonksiyonu a§; 

lerden hangisidir? 

a. 3 ^ _ _J_ _ 6 

2 2^ 

b. 3^_^_^ 
2 2 Vx xVx 

c 3x 2 + 3x+ 6 

2xVx 

d [2x+ 3)2 fx 
e. 2x+3 

5. fix) = (2x- l) 6 (5x- 7) fonksiyonu icin / ' (0) degeri 

a. 89 

b. 60 

c. 47 

d. -47 

e. -60 



8. fix) = \x egrisinin x = 8 noktasindaki tegetin 
denklemi asagidakilerden hangisidir? 

a. \2y- x= 16 

b. >< - 12jc = 16 

c. 3x - Ay = 16 

d. 3.y - x = -2 

e. 12j;-a:=94 

9. /Car) = - 1 — ise / '" (2) tiirev degeri kactir? 



e. 6 

10. x mal miktan olmak uzere, bir malin milyon TL 

CO) = 25x+ 240 fx + 5000 
dir. Buna gore 37. malin yakla§ik maliyeti kac milyon 
TL'dir? 

a. 43 

b. 45 

c. 5000 

d. 7340 

e. 7384 



142 Biraz Daha Dii§unelim 



11. x mal miktan olmak i 
cinsinden gelir fonksiyonu, 



verilsin. Buna gore, x = 2S0( 
kaclir? 

a. 13 

b. 12 

c. 11 

d. 10 

e. 5 



Biraz Daha Diisiinelim 

1. f(x) = x ^ +6 ise /'(l) degeri kactir? 
3x- 1 



2. g(x)= (3x 2 -7x-4 ise g'(4) degeri kactir? 

3. h (x) = ix+ <x ise h '(2) degeri kactir? 




Diferansiyel ve integral hesabin kuruculann- 
dan biri olan Onlii matematikgi, ayni zamanda 
hukuk, siyaset, tarih, mantik gibi bir 50k alan- 
da dii§Gnce Oreten evrensel deha. 
"Bende kadar fikir var hi, §ayet benden daha 
iyi gormesini bilenler bir gun on Ian derinle§ti- 
recek ve benim zihin emegime kendi kafalan- 
nin guzelligini katacak olurlarsa, sonralan bel- 
kibiri§eyarayabilir." 

G. LEIBNIZ 

"Dogamn biitiin olaylan birkag degi§meyen 
kanunun matematik sonuglandir. " 

P. S. LAPLACE 

V J 



